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阶网络任意节点的等效电阻的研究 
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摘要：采用网络分析方法研究了n阶网络任意节点之间的等效电阻，构建了差分方程模型，建立了基于边界条件的约束 

方程，同时给出 n阶网络任意节点间等效电阻的一个基本公式，并把该公式包含的多种情形与其他结论进行了具体比较． 
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电阻网络模型 的建立与研 究 已有一百 多年历 

史．自从 1845年 德 国物 理学 家基尔 霍夫 (1 824— 

1887)创立 了节点电流定律和 回路 电压定律 ，人类 

就开始通过建立电阻网络模型解决许多抽象和复杂 

的科学问题 ．2010年诺贝尔物理学奖授予石墨烯 

网络的发现者英国曼彻斯特大学科学家安德烈 ·海 

姆和康斯坦丁 ·诺沃 肖洛夫，石墨烯网络 的发现不 

仅表明自然界存在真实的平面电阻网络，同时也表 

明了电阻网络模型研究的价值．电阻网络模型的内 

涵博大精深，不仅被应用于许多科学领域 J，而且 

应用电阻网络的等效电阻能够创造出一些新的数学 

理论  ̈，这对于培养学生的逻辑推理能力与科学创 

新思维都具有重要意义． 

我们定义 n阶电阻网络模型  ̈的结构如图 1所 

示．此前关于 n阶电阻网络已经有 比较多的研究 ，文 

献 [1—5]分别用不同的方法研究 了二端梯形网络 。、 

b端的等效电阻，文献[6]研究了 阶电阻网络对角 

n、d的等效电阻．文献[1]在其 62页的问题与思考 

中曾经提出这样一个问题：如果P为 边界上的任 

意节点，则 n、P二点问的等效电阻 R (n)是什么?本 

文采用文献 [1]中的 5个 步骤 开展研究，解决文献 

[1]中提出的问题 ，推导出等效电阻 R。。(n)将是一个 

包容较多公式(如 R (n)，R。 (／'b)等)的普适公式． 

1 电阻网络中的电流规律 

如图1所示，根据网络分析，设在电阻网络中通 

人恒定电流 ，，电流从 。输入至 P输出．为便于研究， 

我们将图 1所示的n阶电阻网络重新表示成图2所 

示 的含有电流参数及其方 向的电阻网络 图形 ，其 网 

图 1 一般 n阶电阻网络模型 图 

口 l _ lak 1 lak 

lb、 — lb̈ —  Ibk 

图 1 图 2 n阶网络任意网络元的 电流参数 图 

络元横向电阻均为 r，纵向电阻均为 ．设二排横向 

电阻 r中通过的电流分别为 ， 、，础(1≤k≤／'Z)；纵 向 

电阻 r0中通过的电流为 (1≤k≤ +1)． 

根据网络分析得到回路电压方程： 

I
a r+，̂+l F0一， r—Ikr0=0 (1) 

， l r+I r0一， l r一， ro=0 (2) 

由式(1)、式(2)得到 

(， 一， 一1)r+(， +I一 )ro一(， -I6 一1)r一 

(， 一， )r0=0 (3) 

又 由节点电流方程得到 

I k—l k。：一l k； Ibk—l bk =f k (4 

将式(4)代入式(3)化简整理得到 

， + =2(d+1)， 一， 一 (5) 
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其中d=r／r。．由式(5)得差分方程的特征方程： 

： 2(d+1) 一1 (6) 

设关于 的方程的两根分别为 、 ，则解式 (6)得 

Ot=d+1+、／／d +2d；／3=d+1一~／d。+2d (7) 
根据文献 [5，6]解差分方程的方法解式(5)得 

J 志[(Jz ， ) 一(Jz— J-) ]，( ≤m+1) 
(8) 

Ik=志[(，州 ，m+-) 一(， 一cd ) 一 ]， 
(k≥m+1) (9) 

式 (8)、(9)即为任意子 网络 中通过 纵 向电阻 rn中 

的电流规律． 

2 边界电流规律 

边界电流的约束条件有 3个部分，即最左边与 

最右边的边界条件约束，以及节点为P的边界条件 

约束． 

2．1 边界第 1网格的电流约束 

如图 3，其中第 1个 回路的电压方程为 

， 1 r+l2ro一，61 r一，1 r0 0 (10) 

并且节点 电流方程为 

，。l=I-，l， ，6l=，1 (11) 

由式(10)、(11)可得 12：(2d+1)， -dI，又由式(7) 

得到 Ot+／3=2+2d所以有 

， =(0c+JB一1)， ：dl (12) 

n  
l 

— }  j m —  ld 

图 3 n阶电阻 网络左边 界电流参数 图 

2．2 边界第 ，l网格的电流约束 

图4中第 17,个网格 回路 的电压方程为 

图 4 n阶电阻 网络 右边 界电流参数 图 

I
a nr+I +lro一，b 卜， ro=0 (13) 

并且 ， ：-I 一 ，将此代入式 (13)得到 

J ( 一1)=， (14) 

又由式 (9)得到 

， = [(， ) ⋯～一(1m+ --cd )卢⋯ ] 
-

IJ 一 。 

(15) 

志[(1m+2--／31 )0c⋯一(，一一od ) ] 
(16) 

所 以由式 (14)一式 (16)得到 

(， + 一 + )(Ol一1)Ol⋯ =(， +2一 ， +1)(卢一1)p 

(17) 

2．3 节点 p 的边界电流约束 

图 3或 图4中第 m+1和 m个 回路 的电压方程 

分别为 ： 

Io +1 r+l +2ro一，6 +l r-I +l r0=0 (18) 

，
。 r+，m+l r0一 r一， rn=0 (19) 

并且节点电流方程为 

，⋯l一 =一 ， ， 1-I6 =， -I (20) 

则 由式 (19)、(18)并将式 (20)代入得 

， =(OL+／3)Im+1--1 --dl (21) 

3 在约束条件下的解 

将式(21)代入式(17)得到 

( ， + -I -dI)(01—1)Ol 一 ：( + 一， 一dI)( 一1)／3 

(22) 

又 由式 (8)得到 

，m=— [(，：—卢，。) 一一(12一od ) ] (23) 
Ot-／3 

， 志[(，z -) 一(，z—odt)／3 ] (24) 
将式(23)、(24)代入式(22)并适当化简整理得到 

[(，2 ，。)Ol -d1]( 一1) ⋯ = 

[(，2一od )卢 一dI](／3-1)／3⋯ (25) 

注意 O／、 是方程 ：2(d十1) 一1的两根 ，将式 (12) 

代人式(25)化简整理得到 

÷( )， 
(26) 

由式(12)代入式(24)得到 

， +。=— _=[(( 一1)， 一dI)0c 一((3-1)， 一d，) ]= 
Ol-13 ’ 

坐  (27) 
一  



20 大 学 物 理 第 31卷 

式 (26)、式 (27 J是 卜又需要 的锚呆． 

4 等效电阻 R加的计算 

由图 3得 P、a二点间经过二条不 同路径的电压 

之和为 

2 
。 (， lbi)r+(， +， to 

根据电流的连续性方程 ，。 +， =，，所 以得到 

u ： 1 
+÷(， )，0 (28) 

根据欧姆定律得 

R m，n)= ：÷mr+一I1{I,~+1，+11／J r。(29) 
将式 (27)代入式(29)得 

R 。re,n)： 1 mr
一  dr。+ 

≥( + )争 
(30) 

将式(26)代入式(30)得 

re,n)z 1
一 r+ 

手( + )‘ 

( 盟) 
(31) 

下面我们将式(31)化为比较简单 的形式．将式 

(31)的结果重新表示成为 

1 ro( )+ 
Ot，卢) (31 a) 

则 由式 (31)与式(31a)得到 

， )=一器 r+詈(一 + 里 二 三 丢 __ )。 
f! 二 2 1 ：：：± ：!二!旦= 2(旦：：：± ：2＼ 【————■ ——一 J 

下面对表达式厂( ，卢)进行化简．因为 2+2d= +卢， 

： 1，(or-1) ．~O／2--2or+=2dot，所以得到 

)· ＼ ／ 
二 2 1 ：：：± ：2二! 二 2(旦：：：望：)_1一 l 

” 。 厂 

( ／3 · I 一 』 

／( 一1)( ⋯ + )一( 一1)( )＼ 

I O~n+l一 

(理一1) (0=m一1)( ⋯ + )+( 一1) ( 爪一1)(卢⋯ ) 

( 1B)( ” ) 

( 二 2 1星二 2[! ：二 2 1旦：：：望：2±! ：：：± ：2( ：二 2]一 
( )( ” ) 

2d( 一1)( 一 +1) “+2d( 一1)(卢一 +1)卢 。
． 

(Ot )(Ot ) 

[! ：二 2 1 ：：± 2旦：±!旦：二 2 1 ：：± 2 ：]一 
( )(a” ” ) 

! ：二 ：：2 ：： ± (旦：二 ：：2旦：： ．L 
( )(Ol ) 

[! ：：二!!旦：±( ：：二 2 ：3一 
( )( ” ) 

! ：=旦二=2 ：：：± !旦：二 ：2星：： 
(Ot )(Ol ‘ ) 

2d[(Ol 一1)卢 +(JB 一1)Ot“] 

( -卢)( ” ) 

2d(Ot )．2d[(d 一1)卢 +(JB 一1)Ol ] 

(Ot ) ’ ( )(Ot” ) 

所以(注意 r=dr ) 

f(a,／3)一  r+ 

r0 f2d( 一旦 )．2d[( -1)旦 +( 一1) ]、 

4 I ( ) 。 ( )( ) J一 

2[ Ot ] ㈣b， 【 (一卢)( ” )J ～ 
将式(31b)代入式(31a)即得到式(31)的简化式： 

Rpa(m，n)=÷mr+ 

2( )十 I ” 一 ” ／。 

2( ) I ( )( )／ ～ 
其中Ot、口分别是方程式(6)的两根，并且 0≤m≤n． 

式(31)或 (32)即为 P、a二点 问的等效 电阻 R 。(m， 

n)的通项表达式．相对 于 电路 网络 的复 杂性 而言 ， 

表达式(32)形式优美、对称、简洁． 

5 特例与比例 

5．1 ，l阶电阻网络入端等效电阻 冠 

当 m=0时 ，此时 P节点与 b节点重合 ，如 图 5 

所示． 

将 m=0代入式(32)得到 

=≥( )+ 
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二f 二 2旦：±( ：二 2 一 
2【( -13)( 一 )j— 

ro(1_为 ) 
此与文献[1]的结论完全一致，与文献 [3]的结论 

等价． 

b 

P lbn一 lbk 

图 5 n阶电阻网络入端 电阻网络示 意图 

5．2 阶电阻网络对角等效电阻R 

当 m=n时，此时P节点与 d节点重合，存在 n 

个网格 ，属于对角情形 ，如图 6所示． 

6 

Ibn ibk d 

n阶电阻网络对角 电阻网络示 意图 

将 m=n代人 式 (32)得 到 

R 
。
：÷nr+≥( 旦 -- 丢 二 )+ 
r『(Ot 一1) +(13 一1) ] J= 

≥( 等 盟)= 
+詈( 一 ) 

此结果与文献[1]的结论完全一致，与文献[6]的结 

论等价． 

5．3 ，l阶无穷网络的等效 电阻 

在图 1中，当 n一 时 ，图 1所示 网络为无穷 n 

阶电阻网络．由式(7)易得：0<旦<1
，所 以 

limf 13 1：0 (35) 

由式(32)取极限易得 

R )=÷mr+ ( )+r2＼[(13 ~ -)| )= 

+ ( )+(f'-I )= 

+ {r0(1钟r( ))(36 
此即为 n阶无穷 网络的等效 电阻公式 ，并且 当 m 为 

有限值时式 (36)是一个有限值． 

6 结语 

本文研究 了图 1所示的 n阶(实际可称为 1 Xn 

阶)网络任意节点P、a二点间的等效电阻R (m，n) 

的一个基本公式．回答了文献 [1]中曾经提 出的一 

个 问题(如果 P为 6d边界上的任意节点 ，则研究 a、 

P二点间的等效 电阻 R。 (rt)是什么?)．这里得 到的 

等效电阻公式是一个比较有意义的结果，因为等效 

电阻 。 (m，n)包容了较多的等效电阻公式． 

顺便指出 ，本文获得的基本公式也适用 于图 1 

结构 的 价电容网络 ，但必须注意取代关系 ，即 C = 

1／R ，C。=1／r。，C=1／r，这样 可直接得到 1 Xn阶 电 

容网络任 意节点 等效 电容的通 项表 达式 (限于篇 

幅 ，此处从略)． 
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Study on equivalent resistance between any nodes of n step network 

TANG Hua ，TAN Zhi．zhong 

(1．Yunhe Teachers’College，Pizhou，Jiangsu 22 1 300，China；2．School of Science，Nantong University， 

Nantong，Jiangsu 226007，China) 

Abstract：The equivalent resistance between any nodes of／Z step network is studied throu【gh analysis of net— 

work．A model of matrix transform is constructed and a constraint equation on the basis of boundary condition is es- 

tablished．Meanwhile，we work out a fundamental formula of equivalent resistance between any nodes of／7,step net— 

work，and compare different situations of the formula with other conclusions． 

Key words：n step network；matrix transform；boundary condition；equivalent resistance；general formula 
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心轴对称 ，式 (14)化为 m1) r=nh，这 等同于小涡旋 

周围液滴角动量处处相同，且是量子化的．根据前面 

讨论 ，这种情况下小涡旋 中心外是旋涡面，当然范围 

很小．这些小涡旋(微观上每个呈现旋涡面)的宏观 

效果等效于整体有一个角速度旋转(类似于均匀磁 

化 的磁介质 ，无数个安培分子电流等效于边界上 一 

个宏观磁化电流)，因而，超流液面宏 观上仍保持旋 

转抛物面 ． 

3 结论 

黏滞液体的旋转是通过黏滞带动的，其液面形 

状取决于液体是如何旋 转起来 的．如果液体是由外 

面的边界带动旋转 的，此时 ，整体角速度相 同，液 面 

呈现旋转抛物面．如果液体由中心旋转带动，外边界 

静止且距离较远，此时液面呈现旋涡面．如果液体在 

两个 同轴 圆柱问旋转 ，液面形状既非旋转抛物面，也 

非旋涡面．非黏滞液体，比如超流液体，由于需要满 

足无旋条件，旋转会激发无数小涡旋，宏观上这些小 

涡旋等效于同一角速度的整体转动，因而液面呈现 

旋转抛物面． 
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Surface shape of rotating liquid 

AN Yu 

(Department of Physics，Tsinghua University，Beijing 100084，China) 

Abstract：Analyzing rotational motion of a viscous fluid，we find that the surface shape of the rotating liquid depends on how the 

liquid is rotated．If the liquid is rotated by the outer boundary，its surface appears the shape of paraboloid of revolution；if the liquid is 

rotated from its center，the surface appears whirlpool shape． 

Key words：viscous fluid；surface shape 


