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电磁场的不变量的求证方法讨论 

刘裕 光 ，张 宝峰 

(天津 大学 理学 院 ，天 津 300072) 

摘要：用几种不同的方法对电磁场的不变量进行了求证和讨论，指 出每种方法都可 以归结 为利用四维协变张 

量 元素 本 身构造 出 洛伦兹 不 变量 
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电磁场的不变量是指 f{ 一 F 和 B·E，它们在 
( 

四维空 间 “转 动 ”(洛 伦 兹 变 换 )下 保持 不 变 ，故 称 为 洛 

伦兹标量或不变量 ，这两个不变量的直接意义是表 

明 真空 中的平 面 电 磁 波 (1 B l= l E l／f和 B·E=0)在 

所有 的惯 性 系中仍 为平 面波 ． 

对 这 两个 不变 量证 明 的依据 是 电磁场 张量 
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是一个四维协变张量 ，在惯性 系变换下满足变换关系 

F =12t,a口 ，变换 系数矩 阵 

y 0 0 i 

0 l 0 0 

0 0 1 0 

i 0 0 y 

其中口= ／c，y=l／~／1一．O2／c 2，方阵 a的行列式 det 

(a)=l，且有 a a =8“． 

下面我们采用不 同方法求 出这两个不变量 ，再给 

以证明和讨论 ，首先利用指标收缩，可以由四维协变张 

量元素本身构造成洛伦兹不变量 ， 

：
I (F

。。F。。+F。 F。 +⋯ +F F )= 

—  2(F +F +F +F；3+F； +F； )(1) 

把对应的电磁场场量代人 ，结果为：B 一 E 
( 

式 (1)为不 变量 ，证 明 如下 ： 

Fj = =a a F： a a F： =8 8 F F： = 

F F，口』j=F j =不变量 

我们在教学中发现，利用 四维协变张量 自身作二 

次点乘 ，也得到上面的结果 ，即 

{ r[( )( )]=一下1 2+Fj 2F 。 

Fl 3F3l+F14F4l+F2lFl2+F 2+F23F32+ 

F24 F42+F31 Fl 3+F32 F23+Fj3+F34 F43+ 

F l F̈ +F 2 F2 +F 3 F3 +F： )=B 一 ≥ (2) 

式 (2)为 不变 量 ，证 明如 下 ： 

F =a a F a a Fi =8。 8庳F F： 

F F =F F =不 变量 

求证另一个不变量 ，仍然可以 由电磁场张量这个 

四维协变张量来构造成洛伦兹标 量，为此还需要 引入 

一

个赝 张 量 ，它定 义 为 ： 

￡ =0(如果 t~vAr中有两个指标是一样的) 

￡ =l(如 果 t~vAr可 以用偶 数 次的对 调 变 为 

1234) 

￡ =一l(如 果 pV,tr可 以 用 奇 数 次 的 对 调 变 为 

l234) 

我们称它为赝 张量是 因为在惯性 系变换 下，它是 

一 个“数值 不变 ”的 张量 ，证 明 如下 ：因 

det(a)=121 aa2 3ya4 ￡。 ，￡，l“ =a a啦 y0trdE 
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注意到 a 。a a ， e。 也足 一个行列式 ，根据行列式交 

换行(列)时变号之性质 ，可有 

e，r“r二 口肿 口印口 y口 e口 二 口I口口2 3~ff4#E， “re口 二 

det(口)e “ =e 

利用这 个聩 张量 ，由 电磁 场 张量 构 成不 变量 B-E： 

C I 
e ⋯F CI(F一2F 一Ft 2F 3一F。3F2 + 

Fl，F42一 F¨ F32+ Fl4 、2j —F2I F34+ F2lF43+ 

F2)F¨ ～ F23 F4I—F43 Fl 2+ F”F2I+F3I F24一 

F I F42 。‘F FI 4+ F ：F4l十 F34FI 2一 F34F2l— 

F4I F23+ F4I Fj2+ F42 Fl1一 F42 F3I— F43 Fl2+ 

F )= ci[一粤(B E +B 2 E：+ 
] 

B。E。)!=B·E 

这 个结 果是 不 变量 的证 明如下 ： 

CI F F Q Q ￡ F 
y 

F Y 

8 8 8 8 e F： F 一 CI e F F ： 

C I 

e： F： F： =不变量 

B’E这个不变量还可以通过计算矩阵 的行列 

式得 到 ： 

det(F)= 一(Fl4F23一F24Fl3+F，4Fl2) (3) 

式 (3)为不 变量 ，证 明 如下 ： 

按行列式定义，det(a)=1与 变换关系 ，有 

det(F )=F'I。F F yF e：口m= 

口 l 2 口 P口 口籼  e =  

det(口)e～ 口l 口2 口3PF 口4口F钿= 

口l 口2 口3p口4口det(F)e一 = 

det(口)·det(F)=det(F) 

把张量元素所代表的电磁场场量代人式(3)中得 

det(F)=一11(El Bl十E2 B2+E，B3) = 

一  

(E·B) 

以上讨论的求证 电磁场不变量 的方法 ，都是利用 

四维协变张量元素本身来构造成 洛伦兹不 变量 ，再把 

元素表示的电磁场场量代人而求出了这个不变量的电 

磁场场量表达式． 

如果我们利用 四维协变张量 的变换关 系，把 电磁 

场场量 的变换关 系求 导出来 ：E =E∥，B =B ， 

7(E+ ×B) ， =y(B一 ×E)．，式中 

∥和上分别表示与相对速度 平行和垂直的分量，那 

么我们利用这些场量之间的变换关 系也可以证明在任 

意惯性系上 B E。和 B．E都是洛伦兹不变的 ： 

B 一11 E =(B I P I+B e +B e ) 一 

—  (E 。 E +E ) ： 

B +y (B： E )：+y (B，一 E：) 一 

{[E +y。(E2 t vB 3) y (E 3十 B2) ]= 

』{ 十B；+Bi⋯ (E +E；+F；) 

B 一11 E =不 变量 (4) 

E ·B ： E B 十E B + E B ：= 

[E B。 y。(E2一 B 3)(B 2{；E3)+ 

y (E3+vB 2)(B3—T72 E 2)]= 

EI Bl+E2 B 2+E3 B 3⋯E B 不变 量 (5) 

在式(4)、(5)的求证过程 中，容易发现把 B。一 
C 

E 和 B-E展 开式 中的场 量 用其 对应 的 四维协 变 张 量 

元素来代替 ，将分别是式(1)、(3)中已证明的洛伦兹不 

变量 ，即 

B 一 E：=B +B；+B；一 (E +E；+E；)： 

F；，+F ，+F 2+F +F； +Fi =不变量 (6) 

和 

E ’B = E l Bl+ E 2 B2+E3B3= 

ic(Fl4 F23一F24 Fl3+FN FI2)=不 变量 (7) 

(6)、(7)两式表示 的是求证电磁场不变量 的一种 

最易于理解的方法，这样我们就分别以四种不 同方法 

对每一个电磁场不变量作出了求证 ．综观上述 ，每种方 

法最终都可以归结 为依据 四维协变张量 的变换关 系， 

由张量元素本身构造 出洛伦兹不变量 ，只不过在求出 

这个 构造 式 时 ，采用 了各 种 不同 的方 法 ． 
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第 2期 桑 斌等 ：CT实验仪的研制及其在物理教学中的应用 37 

Abstract：W e have developed the first CT experiment instrument of China and applied it tO college 

physics experiment teaching．Theories and methods of CT，as well as the developing and working of 

the instrument，are presented，which include the physical and mathematical theory of CT，the struc— 

ture，the performance and the principles of the instrument．Results of the experiment are given in the 

end，followed by some discussions on the significance of the instrument in physics experiment teach— 

ing． 

Key words：computed tomography；CT experiment instrument；physics experiment teaching 

(上 援 26 贝 ) 

A discussion on the methods for determ ining the 

invariant of the electromagnetic field 

LIU Yu—guang，ZHANG Bao—feng 

(Science College of Tianjin University，Tianjin，300072，China) 

Abstract：Several methods for solving and proving the invariant of the electromagnetic field are 

given and discussed．It is pointed out that the invariant determined from different methods can written 

over a certain type of expression，i．e．the assembly made up of the elements of the four—dimensional 

covariant tensor． 

Key words：electromagnetic field；four—dimensional covariant；Lorentz invariant 

读者来信 

姚启均原著《光学教程》(第 2版)63～64页上有这 

样一道例题：“一迈克耳孙干涉仪中补偿板 的厚度 t 

=2 mm，其折射率 ” = ，若将补偿板 由原来与水 

平方向成 45。位置转至竖直的位置 ，设入射光的波长为 

6 328 A，试求在视场中，将会观察到多少条亮条纹移 

过 ?” 

S 

图 1 迈 克耳孙 干涉仪 

该书在解题中首先计算 了当 与水平方向成 45。 

时，光线在补偿板 内的路程 t =t／cos 30。，30。是根据折 

射定律得出的光线在补偿板内的折射角．继 而认 为补 

偿板 由原 来 与水 平方 向成 45。转 到竖 直位 置 ，光程 的 改 

变 为 

At=”(t 一t)=nt[(1／cos 30。)一1]=0．438 mm 

故移过条纹数为 N： =l 384． 

需要指出的是 ，上述计算没考虑到补偿板 G 在与 

水平方向成 45。放置时，板内折射光所走的路程在水平 

方向的投影 t ，并不等于补偿板的厚度 t，而是 

t =￡ sin(45。+30。)=t sin 75。cos 30。 

因此当 由与水平成 45 转至竖直位置时 ，光程的改 

变应为 

nt 一[nt+(t 一t)]=nt[(1／cos 30 )一1]一 

t[(sin 75。cos 30。)一1]=0．207 mm 

于是 在视 场 中移过 的条 纹数 应 为 

N = 4 

这表明实际条纹移动数 目不及题解 中给出值 的一半 ． 
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