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摘要: 一维有限深方势阱的束缚态本征值问题无法精确求解．数值计算能量满足的超越方程，可以给出能谱和能量本征波

函数． 本文基于超越方程的泰勒级数展开，给出了一级近似下能谱及其波函数的解析解，发现束缚态个数由一个无量纲参数 Ｒ
确定，该参数正比于势阱宽度乘以势阱高度开方． 除了最高能级波函数，能谱及其波函数的近似解析解与数值结果吻合． 大 Ｒ
极限下，发现近似解析解退化为可精确求解的无限深势阱情况．
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在特定边界条件下，求解能量本征值问题是量

子力学的重要内容． 一维无限深方势阱中的能量本

征值方程可以严格求解，能谱满足如下关系:

E ( ∞ )
n = 

2

2m
nπ
a( )

2

， ( n= 1，2，3，…) ( 1)

式中，上标∞标记无限深势阱情况， = h / ( 2π) 为普

朗克常量，m 为粒子的质量，a 为阱宽． 从式( 1) 可

清楚看出，无限深势阱中运动的微观粒子能量是离

散的，并随量子数 n 的平方增大．
有限深方势阱的能量本征方程无法精确求解，

这是因为粒子能量遵从一个超越方程． 目前，诸多

量子力学教材仅限于图解法求解超越方程［1，2］，并

未给出能谱及本征能量波函数． 1991 年，Barker 等

人［3］利用一阶泰勒级数展开，给出了能量本征值的

近似解析解，但并未精确预言有限深方势阱中束缚

态个数． 2016 年，王再军［4］用一维谐振子能量本征

波函数为基函数，求解了有限深势阱中粒子的能级

及其本征波函数，但该方法复杂，略显”大材小用”
( 原作者评) ．

瞄准上述问题，本文首先数值求解能量满足的

超越方程，给出一维有限深方势阱的能谱及其波函

数．然后基于超越方程的泰勒级数展开，给出了一级

近似下能谱及其波函数． 与 Barker 等人［3］不同，我

们的解析结果自然给出势阱内束缚态个数，它依赖

于一个无量纲参数 Ｒ∝a V槡 0 ，其中 a 为阱宽，V0 为

势阱高度． 除了最高能级波函数，近似解析的能谱

及其波函数与数值结果吻合． 最后考虑大 Ｒ 极限，

发现近似解析解退化为可精确求解的无限深势阱情

况，这对课堂教学及学生理解物理具有很大帮助．

1 能量本征方程

下面我们具体考虑有限深势阱问题，能量本征

方程为 － 
2

2m
d2

dx2
+V( x)( ) ψ=Eψ

其中势阱由分段函数描述:

V( x) =
0， x ＜a /2
V0， x ≥a /2{ ( 2)

全文只讨论束缚态情况，即粒子的能量 E 满足 0＜
E＜V0 ．

在阱外，外势为 V0，因此能量本征方程以简化

为 ψ″－β2ψ= 0，式中引入参数:

β=
2m
2 ( V0－E槡 ) ＞0 ( 3)

在阱内，V( x) = 0，能量本征方程为

d2

dx2
ψ+

2mE
2 ψ=ψ″+k2ψ= 0

式中引入参量 k=
2mE
2槡 ＞0 ( 4)

具体考虑束缚态边界条件( 即，| x |→∞ 时，ψ→0) ，

求解能量本征方程［1，2］，得到波函数:
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ψ( x) =

Ae－βx， x≥a /2

A～ cos( kx) +B～ sin( kx) ， | x | ＜a /2
Beβx， x≤－a /2

{ ( 5)

由于势阱具有空间反射不变性，阱内波函数具有确

定的宇称: 1) 偶宇称，ψ( x) = A～ cos( kx) ，及 2) 奇宇

称 ψ( x) = B～ sin( kx) ． 下面分别讨论奇、偶宇称情况

的能谱和波函数．

1．1 偶宇称解

偶宇称情况，阱内、外波函数及其一阶导数在

x= ±a /2 处连续，因此得到

Α=B= A～ eηcos( ξ) ( 6)

η= ξtan( ξ) ，ξ2+η2 =
2mV0

2

a
2( )

2

≡Ｒ2 ( 7)

式中，为了便于计算，已引进无量纲参数:

ξ= ka /2， η=βa /2 ( 8)

以及无量纲半径 Ｒ ∝a V槡 0( ) ，由式( 7) 的第二个等

式定义． 以电子为例，质量 m = 9．1×10－31 kg，取势阱

高度 V0 = 20 eV，阱宽 a= 0．5 nm，则 Ｒ≈57．
注意到，式( 7) 的第一个结果一个关于本征能

量 E 的超越方程，只能数值求解． 如图 1 所示，我们

采用 Mathematica 计 算 软 件 得 到 一 系 列 实 根 ( ξn，
ηn ) ，n= 1，2，3，…为自然数． 由此确定本征能谱

En =
2kn

2

2m
= 

2

2m
2ξn
a( )

2

( 9)

进一步，利用波函数的归一化条件，得到

A～ = cos2( ka /2)
β

+a
+sin( ka) / k

2( )
－1 /2

( 10)

其中，k 和 β 由数值计算结果( ξn，ηn ) 确定． 一旦 A～

的值确定，自然得到系数 Α 和 B，以及偶宇称情况下

阱内、外能量本征波函数．
1．2 奇宇称解

对于奇宇称情况，由波函数及其一阶导数连续

性，可得 η= －ξcot( ξ) ， ξ2+η2 =Ｒ2 ( 11)

A= －B= B～ eηsin( ξ) ( 12)

再由波函数的归一化条件，得到

B～ = sin2 ka /2( )
β

+a
－sin( ka) / k

2( )
－1 /2

( 13)

2 能谱和波函数的数值解

图 1 中，取无量纲半径 Ｒ = 10，数值求解超越方

图 1 超越方程( 7) 和( 11) 的数值求解．实线: 偶宇称情况，

折线: 奇宇称情况，二者与粗实线( ξ2 +η2 =Ｒ2 ) 的交点

确定一系列实根( ξn，ηn ) ，n = 1，2，…，N，其中奇数 n

对应于偶宇称的根( 实心圆) ，偶数 n 对应于奇宇称

( ×) ． 参数: Ｒ= 10．

程( 7) 和( 11) ，得到 7 个实根( ξn，ηn ) ，如图 1 所示．
可以发现偶宇称解( 实心圆) 和奇宇称解( 叉) 交替

出现，解的个数有限，当 Ｒ＜π /2 时，只有一个偶宇称

解，当 π /2＜Ｒ＜π，有两个解( 奇、偶宇称各一个) ，而

当 3π＜Ｒ＜7π /2 时，有 7 个根． 暗示超越方程根的总

数目 N≈2Ｒ /π．
给定 Ｒ，可得到超越方程的根 ( ξn，ηn ) ，n = 1，

2，…，N，下一步计算能谱和波函数． 首先，由式( 7)

中 Ｒ 的定义，及式( 9) 可得

2

2m
=
V0

Ｒ2

a
2( )

2

， En =
ξn
Ｒ( )

2

V0 ( 14)

可见能谱以势阱高度 V0 为单位． 为了计算简单，全

文中取 a=V0 = 1．

如图 2 所示，En 近似和 n2 成正比，这一点可从

能谱的 log－log 图更清楚地看出． 但是，对于每个量

子数 n，En 总是低于无限深势阱的能级高度 E ( ∞ )
n ．

此外，有限深方势阱的能级总数是有限的，这是因为

束缚态能级 En＜E
( ∞ )
n ＜V0 ．

图 3 给出有限深方势阱的能量本征波函数． 对于

每一个给定的量子数 n，我们将数值解( kn，βn ) = ( 2ξn /
a，2ηn /a) 代入式 ( 10) 和式( 13) 中，从而确定波函数的

系数，以及能量本征波函数 ψn( x) ． 从数值结果( 实心

圆) 发现: 1) ψn( x) 具有确定的宇称，ψn( －x) = ( －1) n－1

ψn( x) ，与无限深势阱的能量本征波函数 ψ( ∞ )
n ( x) 类似;

2) 量子数 n 越大，ψn( x) 在阱内振荡越快; 3) 与无限

深势阱情况显著不同，在阱外 ψn( x)≠0，即粒子有一定

的概率出现在经典禁区( 即 |x | ＞a /2) ．



第 12 期 杨梓骞，等: 一维有限深方势阱能量本征方程的数值解与近似解析解 51

图 2 有限深势阱的能级 En 随量子数 n 的变化( 实

心圆) ，以及与无限深势阱能谱( 叉) 比较，实

线为近似解析解，式( 20) ． ( b) 为能谱的 log－
log 图．参数: a=V0 =1，Ｒ=20．

图 3 有限深势阱的能量本征波函数随坐标 x 的变化( 实

心圆) ，从上至下，量子数取为( a) n = 1; ( b) n = 2;

( c) n=N－1; ( d) n =N． 实线: 近似解析波函数，折

线: 无限深势阱的波函数 ( 见式( 23) ) ． 参数: a=V0

=1，Ｒ=11．5． 除了最高能级( n=N=8) ，近似解析波

函数与数值解吻合．

3 能谱及波函数的近似解析解

为了挖掘更多物理内容，下面讨论有限深势阱

的近似解析能谱及其波函数． 与 Barker 等人［3］的结

果不同，我们的解析结果自然给出束缚态个数 N．
3．1 能谱的近似解

从图 1 可见 ξn ～ nπ /2，暗示 ξ=nπ /2－ ξ～，其中 ξ～

为一个相对于 Ｒ 的小量． 首先考虑偶宇称，即 n 取

奇数，将式( 7) 的第一个等式的右边级数展开，只保

留到～O( ξ～ 0 ) ，得

η=
nπ
2
－ ξ～( ) cot ξ～( )≈

nπ
2

1
ξ
－1 ( 15)

再代入式( 7) 的第二个表达式中，得

Ｒ2 = ξ2+η2≈
nπ
2( )

2

+ nπ
2( )

2 1

ξ～ 2
－nπ

1
ξ
+1 ( 16)

该近似结果，同样只保留到～O( ξ～ 0 ) ． 因此得到一个

关于 ξ～ 的一元二次方程，两根取其一，得

ξ～ n≈
π 2n－ 4Ｒ2n2－n4π槡 2( )

4+n2π2－4Ｒ2 ≈
nπ /2
1+Ｒ

( 17)

式( 17 ) 的第一个结果存在实根的条件为 4Ｒ2n2 －
n4π2＞0，即 n＜2Ｒ /π． 由此自然得到有限深势阱中束

缚态个数: N=Ceiling
2Ｒ
π( ) ( 18)

式中 Ceiling( x) 表示大于或等于 x 的最小整数． 注

意到无论 Ｒ 的取值是多少，必定存在一个偶宇称解

( 即基态) ，因此 N≥1．
注意到，在 式 ( 17 ) 的 第 一 个 解 中 消 掉 分 母

n2π2、分子 n4π2，又可以得到第二个解( 即，简化的

ξ～ ) ．由此进一步得到

ξn =
nπ
2
－ ξ～≈

nπ
2

Ｒ
1+Ｒ

( 19)

以及能谱的近似结果:

En≈
2

2m
nπ
a

Ｒ
1+Ｒ( )

2

=E∞
n

Ｒ
1+Ｒ( )

2

( 20)

与 Barker 等人［3］的结果一致．
上述近似结果对奇宇称情况也成立． 图 2 中实

线给出的结果正是 En 的近似结果，与数值解吻合，

且自然截断到 EN． 在大 Ｒ 极限下，即

Ｒ≡
2mV0

2槡
a
2( )→∞ ( 21)

近似解析解 En→E∞
n ，N→∞，所以能谱自然回归到
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无限深方势阱情况．
3．2 波函数的近似解

波函数的近似解析解由式( 19) 可知． 将 ξn 的

近似 解 代 入 式 ( 7 ) ，得 到 ηn = Ｒ2－ξ2槡 n ，以 及 参 数

( kn，βn ) = ( 2ξn /a，2ηn /a) ．再由式( 6) 和式( 10) ，得

到波函数的系数 A、B 和 A～，以及偶宇称波函数的近

似解． 类似地，可求出奇宇称情况的近似解析波函

数． 如图 3 中实线所示，除了 ψN( x) ，近似解析波函

数与数值解( 实心圆) 吻合．
大 Ｒ 极限下，前面的分析已知有限深势阱内粒

子能谱: En→E ( ∞ )
n = 

2

2m
nπ
a( )

2

( 22)

表明 kn→nπ /a，即 sin ( kna) = 0． 另一方面，考虑阱

宽 a 固定，阱高 V0→∞，则 βn→∞ ( 见式( 3) ) ． 因

此，式( 10) 和( 13) 给出 A～ = B～ = 2槡 /a，阱内波函数

自然回归到可精确求解的无限深势阱情形:

ψ( ∞ )
n =

2
a槡 cos

nπx
a( ) ， n= 1，3，…

2
a槡 sin

nπx
a( ) ， n= 2，4，…











( 23)

此外，还可以证明大 Ｒ 极限下，阱外 ψn( x) →0．

4 总结及讨论

本文给出有限深对称方势阱能量本征方程的数

值和近似解析解． 将能量 E 满足的超越方程泰勒级

数展开，发现一级近似下可以确定束缚态个数 N，它

由无量纲参数 Ｒ ∝a V槡 0( ) 唯一确定． 此外，大 Ｒ 极

限下，粒子的能谱和波函数自然退化到无限深方势

阱情况． 近似解析和数值解有助于学生直观地理

解: 1) 有限深方势阱的能谱近似与量子数 n 平方

成正比、且能级个数有限; 2) 与无限深势阱情况不

同，粒子有一定的概率出现在阱外经典禁区．
注意到一级近似下，能谱与波函数和解析解与数

值结果吻合． 但需要特别指出，对于某些特殊的 Ｒ 值，

最高能级的近似解析波函数 ψN( x) 无法计算，例如 Ｒ=
11．5，如图3( d) 所示． 这些Ｒ 值处，束缚态个数N 准确、
依然由式( 18) 给出，但式( 19) 给出的近似参量 ξN＞Ｒ，

与实际情况相悖． 为了克服这一问题，需要给出高阶近

似的能量本征波函数，这将为后续研究一维势阱中粒

子的动力学问题［5］、相空间的波函数表示［6］提供便利．
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Numerical and approximate analytical solutions of the eigen－value equation
for the one－dimensional finite square well

YANG Zi-qian，MIAO qing，FAN Zhuan-zhuan，CHEN Peng，LV ming，JIN Guang-ri
( Department of Physics，Zhejiang Sci－Tech University，Hangzhou，Zhejiang 310018，China)

Abstract: The bound states of one－dimensional finite square well cannot be solved exactly． Numerically，the
energy spectrum and its wave function can be obtained from a transcendental equation． In this paper，we solve the
transcendental equation with the Taylor series expansion，which to the first order gives analytical solutions of the ener-
gy spectrum and its wave function． We find that the number of bound states is determined by a dimensionless parame-
ter Ｒ，which is proportional to the width of the well multiplied by the square of the potential height． Except the high-
est level wave function，the approximate analytical results show in well agreement with the numerical results． In the
limit of large Ｒ，the approximate analytical results recover the exactly solvable problem of an infinite square well．

Key words: one－dimensional finite symmetric square well; the bound state; transcendental equation; energy
spectrum; energy eigenwave function


